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Santrauka. Darbe aprašomas metodas Nešo pusiausvyroms trij ↪u asmen ↪u matriciniame lošime rasti.
Siu¯lomas tiesinio optimizavimo su papildomais binariaisiais kintamaisiais modelis, kurio sprendiniai yra
pusiausvyros situacijos.
Raktiniai žodžiai: trij ↪u asmen ↪u matricinis lošimas, Nešo pusiausvyra, dalinai sveikaskaitis tiesinis progra-
mavimas.
1.
↪
Ivadas
Nors Nešo pusiausvyros egzistavimas kiekviename baigtiniame lošime
↪
irodytas dar
1950 metais [1], tacˇiau suradimo problematika aktuali iki šiol. Pvz., apžvalginiame
straipsnyje [2] remiamasi net 79-iomis moksline˙mis publikacijomis: tai vienos pu-
siausvyros (sample equilibrium) ir
↪
ivairi
↪
u pusiausvyr
↪
u aibe˙s smulkini
↪
u (refinements –
Pareto optimal equilibria, perfect equilibria, proper equilibria, sequential equilibria,
stable sets) egzistavimo ir apskaicˇiavimo klausimai.
Mu¯s
↪
u darbe pateiktas metodas, kuriame klasikini
↪
u netiesini
↪
u lygcˇi
↪
u sistema
pakeista tiesini
↪
u lygcˇi
↪
u bei nelygybi
↪
u sistema su papildomais binariaisiais kintamai-
siais. Siu¯loma spr
↪
esti dalinai sveikaskait
↪
i optimizavimo uždavin
↪
i, su pamine˙ta apribo-
jim
↪
u sistema, kurio sprendiniai, nepriklausomai nuo tikslo funkcijos pasirinkimo, yra
pusiausvyros situacijos.
Metodas naujas, nes dideliame skaicˇiuje apžvelgt
↪
u straipsni
↪
u tiesiniai metodai ne-
buvo pamine˙ti. Tiesiškumas yra aktualus, nes leidžia tiksliai spr
↪
esti daug didesne˙s
apimties uždavinius nei netiesiniu atveju, kai (kalbant apie netiesines bu¯tinas ir
pakankamas s
↪
alygas pusiausvyrai) ne˙ra iškilumo savybe˙s. Papildomi binarieji kin-
tamieji naudojami tam, kad apibre˙žt
↪
u reikalavimus tipo „arba vienas tvirtinimas teisin-
gas, arba kitas“ (tokio tipo yra pagrindine˙ pusiausvyros s
↪
alyga).
Straipsnyje pateikiami pavyzdžiai, kuriems pusiausvyr
↪
u buvo ieškoma naudo-
jant tam skirt
↪
a programin
↪
e
↪
irang
↪
a GAMBIT (2007 met
↪
u versija) [3] ir spren-
džiant pateikt
↪
aj
↪
i dalinai sveikaskait
↪
i optimizavimo uždavin
↪
i (SAS/OR procedu¯ra LP).
Siu¯lomas metodas suranda tas pusiausvyras, kuri
↪
u nesuranda abu GAMBIT pro-
gramine˙s
↪
irangos siu¯lomi algoritmai, kurie remiasi netiesiniais apribojimais.
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2. Nešo pusiausvyra
Trij
↪
u asmen
↪
u matricinio lošimo išlošius apibre˙žia matricos:
Ai = ‖aijk‖, i = 1,2, . . . ,m,
Bj = ‖bijk‖, j = 1,2, . . . ,n,
Ck = ‖cijk‖, k = 1,2, . . . ,p.
Jei loše˙jai renkasi gryn
↪
asias strategijas i, j ir k, pirmojo išlošis yra aijk, antrojo –
bijk ir trecˇiojo – cijk .
Pažyme˙kime matricas stulpelius
x =


x1
x2
. . .
xm

 , y =


y1
y2
. . .
yn

 , z =


z1
z2
. . .
zp

 .
Apibre˙žkime mišri ↪u strategij ↪u aibes:
pirmojo loše˙jo X =
{
x/
m∑
i=1
xi = 1, xi  0, i = 1,2, . . . ,m
}
,
antrojo loše˙jo Y =
{
y/
n∑
j=1
yj = 1, yj  0, j = 1,2, . . . ,n
}
,
ir trecˇiojo loše˙jo Z =
{
z/
p∑
k=1
zk = 1, zk  0, k = 1,2, . . . ,p
}
.
Pažyme˙kime matricas eilutes:
yT Az = (yT A1z, yT A2z, . . . , yT Amz),
xT Bz = (xT B1z, xTB2z, . . . , xT Bnz) ir
xT Cy = (xT C1y, xT C2y, . . . , xT Cpy).
Gauname išlošius mišri
↪
u strategij
↪
u situacijoje (x,y, z):
pirmojo loše˙jo u = (yT Az)x,
antrojo loše˙jo v = (xT Bz)y ir
trecˇiojo loše˙jo w = (xT Cy)z.
Nešo pusiausvyros apibre˙žimas
Rinkinys (x¯, y¯, z¯, u¯, v¯, w¯) vadinamas pusiausvyra, jei teisingos nelygybe˙s:
u¯ = (y¯T Az¯)x¯  (y¯T Az¯)x visiems x ∈ X,
v¯ = (x¯T Bz¯)y¯  (x¯T Bz¯)y visiems y ∈ Y ,
w¯ = (x¯T Cy¯)z¯ (x¯T Cy¯)z visiems z ∈ Z.
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Klasikine˙s bu¯tinos ir pakankamos s
↪
alygos
Rinkinys (x¯, y¯, z¯, u¯, v¯, w¯) yra Nešo pusiausvyra tada ir tik tada, jei jis yra sistemos


yT Aiz u,
(
yT Aiz − u
)
x = 0, i = 1,2, . . . ,m,
xT Bjz v,
(
xT Bjz − v
)
y = 0, j = 1,2, . . . ,n,
xT Cky w,
(
xT Cky − w
)
z = 0, k = 1,2, . . . ,p,
sprendinys.
TEOREMA. Jei rinkinio (x¯, y¯, z¯,uj0,u0k, vi0, v0k,wi0,w0j ) komponente˙s visiems
i = 1,2, . . . ,m, j = 1,2, . . . ,n, k = 1,2, . . . ,p tenkina tiesines lygtis ir nelygybes
p∑
k=1
aijkzk  uj0,
n∑
j=1
aijkyj  u0k,
p∑
k=1
bijkzk  vi0,
m∑
i=1
bijkxi  v0k,
n∑
j=1
cijkyj wi0,
m∑
i=1
cijkxi w0j ,
uj0 −
p∑
k=1
aijkzk µrij0, u0k −
n∑
j=1
aijkyj µri0k, vi0 −
p∑
k=1
bijkzk µsij0,
v0k −
m∑
i=1
bijkxi µs0jk, wi0 −
n∑
j=1
cijkyj µti0k, w0j −
m∑
i=1
cijkxi µt0jk,
m∑
i=1
xi = 1, 0 xi µri, xi + sj + tk + rij0 + ri0k  4,
n∑
j=1
yj = 1, 0 yj µsj , yj + ri + tk + sij0 + s0jk  4,
p∑
k=1
zk = 1, 0 zk µtk, zk + ri + sj + ti0k + t0jk  4,
cˇia kintamieji ri , sj , tk , rij0, ri0k , s0jk, sij0, ti0k , t0jk ∈ {0,1} (binarieji kin-
tamieji) visiems i = 1,2, . . . ,m, j = 1,2, . . . ,n, k = 1,2, . . . ,p, konstanta µ =
max{max{aij },max{bij },max{cij }}, tai rinkinys (x¯, y¯, z¯, u¯, v¯, w¯) yra trij ↪u asmen ↪u
lošimo pusiausvyra, kur išlošiai apskaicˇiuojami pagal formules
u = min
{ n∑
j=1
uj0 yj,
p∑
k=1
u0k zk
}
, v = min
{ p∑
k=1
v0k zk,
m∑
i=1
vi0 xi
}
,
w = min
{ n∑
j=1
w0j yj ,
m∑
i=1
wi0 xi
}
.
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↪
Irodymas. Tegul xi > 0. Jei strategij ↪u x, y, z komponente˙s tenkina s ↪alygas xi +sj +
tk + rij0 + ri0k  4, yj + ri + tk + sij0 + s0jk  4, zk + ri + sj + ti0k + t0jk  4 visiems
i = 1,2, . . . ,m, j = 1,2, . . . ,n, k = 1,2, . . . ,p, tai
• arba rij0 = 0 visiems j , kuriems yj > 0,
• arba ri0k = 0 visiems k, kuriems zk > 0.
Priešingu atveju, jei egzistuotu rij00 = 1 ir ri0k0 = 1, kuriems yj0 > 0 ir zk0 > 0, tai
nelygybe˙ xi + sj + tk + rij0 + ri0k  4 nebu¯t ↪u teisinga, kai xi > 0, j = j0, k = k0, nes
sj = 1, kai yj > 0, ir tk = 1, kai zk > 0.
Dabar apibre˙žtumo de˙lei tarkim, kad rij0 = 0 visiems j , kuriems yj > 0. Tada
min
{ n∑
j=1
uj0yj,
p∑
k=1
u0kzk
}
=
n∑
j=1
uj0yj = U =
n∑
j=1
p∑
k=1
aijkzkyj = yT Aiz,
nes uj0 =∑pk=1 aijkzk , kai rij0 = 0 visiems j , kuriems yj > 0.
Analogiškai
↪
irodome lygybes xTBjz = V , kai yj > 0 ir xT Cky = W , kai zk > 0.
Nelygybe˙s
∑p
k=1 aijkzk  uj0 yra teisingos visiems j = 1,2, . . . ,n. Padaugin ↪e ši ↪u
nelygybi
↪
u abi puses iš yj ir sude˙j ↪e gauname:
n∑
j=1
p∑
k=1
aijkzkyj 
n∑
j=1
uj0yj = u, kai rij0 = 0 visiems j , kuriems yj  0, arba
n∑
j=1
p∑
k=1
aijkzkyj 
p∑
k=1
u0kzk = u, kai ri0k = 0 visiems k, kuriems zk  0,
nes nelygybe˙s
∑n
j=1 aijkyj  u0k yra teisingos visiems k = 1,2, . . . ,p.
Analogiškai gauname nelygybes xTBjz v, kai yj  0 ir xT Cky w, kai zk  0.
↪
Irode˙me, kad teoremos s
↪
alygas tenkinantys x, y ir z tenkina klasikines bu¯tin
↪
asias
pusiausvyros s
↪
alygas.
Matematinis modelis vienai pusiausvyrai surasti
Kad surastume kuri
↪
a nors vien
↪
a pusiausvyr
↪
a sprendžiame dalinai sveikaskait
↪
i
tiesinio programavimo uždavin
↪
i laisvai pasirinkdami tikslo funkcij
↪
a (pvz., maxx1) su
teoremoje suformuluotais apribojimais. Nore˙dami surasti kitas pusiausvyras keicˇia-
me tikslo funkcij ↪a arba ↪ivedame papildomus apribojimus (pvz., uždraudžiancˇius jau
surast
↪
a pusiausvyr
↪
a).
3. Pavyzdžiai
Pavyzdys 1 (paimtas iš straipsnio [2]). Straipsnyje teigiama, kad šis lošimas turi 9 pu-
siausvyros situacijas
A1 = ‖a1jk‖ =
(
9 0
0 3
)
, A2 = ‖a2jk‖ =
(
0 3
9 0
)
, B1 = ‖bi1k‖ =
(
8 0
0 4
)
,
B2 = ‖bi2k‖ =
(
0 4
8 0
)
, C1 = ‖cij1‖ =
(
12 0
0 2
)
, C2 = ‖cij2‖ =
(
0 6
4 0
)
.
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GAMBIT suranda keturias gryn
↪
asias pusiausvyras:
Nr. x1 x2 y1 y2 z1 z2 U V W
1 1 0 1 0 1 0 9 8 12
2 1 0 0 1 0 1 3 4 6
3 0 1 0 1 1 0 9 8 2
4 0 1 1 0 0 1 3 4 4
ir tris dalinai mišrias pusiausvyras:
Nr. x1 x2 y1 y2 z1 z2 U V W
1 0,5 0,5 0,5 0,5 1 0 2,6667 2,6667 1,3333
2 0 1 0,3333 0,6667 0,3333 0,6667 4,5 4 3,5
3 0,25 0,75 1 0 0,25 0,75 2,25 2,75 3
Mu¯s
↪
u optimizavimo modelis suranda tas pacˇias gryn
↪
asias pusiausvyras ir dvi pilnai
mišrias pusiausvyras:
Nr. x1 x2 y1 y2 z1 z2 U V W
1 0,5 0,5 0,3333 0,6667 0,27 0,25 2,6667 2,6667 1,3333
2 0,25 0,75 0,5 0,5 0,3333 0,6667 4,5 4 3,5
Pavyzdys 2.
A1 = ‖a1jk‖ =
(−2 1
1 −2
)
, A2 = ‖a2jk‖ =
(
0 2
1 0
)
,
B1 = ‖bi1k‖ =
(−2 0
0 −1
)
, B2 = ‖bi2k‖ =
(−4 1
1 −2
)
,
C1 = ‖cij1‖ =
(−1 0
0 −2
)
, C2 = ‖cij2‖ =
(−5 1
1 −2
)
.
GAMBIT suranda dvi gryn
↪
asias pusiausvyras:
Nr. x1 x2 y1 y2 z1 z2 U V W
1 0 1 1 0 0 1 2 −1 1
2 0 1 0 1 1 0 1 1 −2
Mu¯s
↪
u optimizavimo modelis suranda vien
↪
a gryn
↪
aj
↪
a pusiausvyr
↪
a ir begalin
↪
e pusiau-
svyr
↪
u aib
↪
e:
Nr. x1 x2 y1 y2 z1 z2 U V W
1 0 1 1 0 0 1 2 −1 1
2 0 1 0 1 1 − z2 z2 1 − z2 1 − 3z2 −2
0 z2  0,5
Antroji GAMBIT surasta grynoji pusiausvyra yra begaline˙s pusiausvyr
↪
u aibe˙s kraš-
tinis taškas, kai z2 = 0.
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4. Išvados
Pateikti pavyzdžiai iliustruoja pusiausvyr
↪
u aibe˙s struktu¯ros
↪
ivairov
↪
e (3 loše˙j
↪
u atveju)
ir tai, kad naudojant mu¯s ↪u metod ↪a galima aptikti ir aprašyti begalin ↪e pusiausvyros
situacij
↪
u aib
↪
e, kas ne˙ra
↪
imanoma naudojant programin
↪
e
↪
irang
↪
a GAMBIT.
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SUMMARY
S. Vakriniene˙, D. Su¯džiu¯te˙. Computation of Nash equilibria in three-person matrix game
The method for finding Nash equilibrium in three-person matrix game is introduced in this paper. Linear
optimization model with binary variables for computation of equilibrium points in three-person matrix
game is proposed.
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